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不等式の図形への応用
数学オリンピック等で出題された問題を有名不等式用いて見つめなおすことを別のファイルで行

いますが，その前に，有名不等式について慣れる必要があります．図形の最大最小の問題に不等式

の性質を利用することはそのためのとても有効な題材です．

本題に入る前にまずよく用いる不等式とその応用をまとめておきます．なお，定理の証明は有名

不等式のファイルをご覧下さい．

１．算術ー幾何ー調和平均不等式

≦ ≦

等号が成り立つのはどちらもｘ ＝ｘ ＝・・・＝ｘ のとき．１ ２ ｎ

より

応用①

ｘ，ｙ＞０である．

ｘ＋ｙ＝（一定）のときｘｙはｘ＝ｙのとき最小値をとる．

ｘｙ＝（一定）のときｘ＋ｙはｘ＝ｙのとき最大値をとる．

応用②

≧

より （ ） ≧ｎ＋ｍ

したがって，

ｘ＋ｙ＝（一定）のときｘ ・ｙ は のとき最大値をとりｎ ｍ

ｘ ・ｙ ＝（一定）のときｘ＋ｙは のとき最小値をとる．ｎ ｍ

例 ｘ＞０におけるｘ ＋ が最小値をとる場合を調べよう．ｎ

（ｘ ） ・（ ） ＝１を利用する．ｎ
ｍ ｎ

ｘ ＋ ＝ｍ・ ＋ｎ・ と変形しｎ
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≧（ｍ＋ｎ）・｛（ ） ・（ ） ｝ ＝（一定）ｍ ｎ １／ｍ＋ｎ

したがって，ｘ ＋ が最小値をとるのはｎ

＝

すなわち，

ｘ ＝ｍ＋ｎ

のときである．

例 ｘ ＋ ＝ｘ ＋ ＋２ ２

２ ２ １／３ １／３≧３｛ｘ ・（ ） ｝ ＝３（１／４）

２ １／３等号が成り立つのは ｘ ＝ ∴ｘ＝（ ）

応用③ 算術平均と調和平均関係に ， ， （ｘ，ｙ，ｚ＞０）（ｘ，ｙ，ｚ＞０）を代入

して

≧ ・・・①

等号が成り立つのはｘ＝ｙ＝ｚのとき

したがって，ｘ＋ｙ＋ｚ＝（一定）のときに ＋ ＋ はｘ＝ｙ＝ｚのとき最小値をとる．

例 ｘ＞０，ｙ＞０，ｚ＞０のとき①より

＋ ＋ ≧ ・・・②

②の両辺にｘ＋ｙ＋ｚをかけ，両辺から３を引くことにより，次の不等式を得る．

＋ ＋ ≧ ・・・②

を得る．ただし，等号が成り立つのはｘ＝ｙ＝ｚのとき．

このように逆数の和の不等式には算術ー調和平均不等式が役に立つことが多い．
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２．コーシーーシュワルツの不等式

定理 ｘ ，・・・，ｘ ，ｙ ，・・・，ｙ を実数とする．このとき１ ｎ １ ｎ

（ ｘ ｙ ） ≦（ ｘ ）（ ｙ ）ｉ ｉ ｉ ｉ
２ ２ ２

が成り立つ．等号が成り立つのはｘ ：ｙ ＝ｘ ：ｙ ＝・・・＝ｘ ：ｙ のとき．１ １ ２ ２ ｎ ｎ

応用①

ｘ＋ｙ＋ｚ＝１・ｘ＋１・ｙ＋１・ｚと考え

（ｘ＋ｙ＋ｚ） ≦３（ｘ ＋ｙ ＋ｚ ）２ ２ ２ ２

を得る．等号が成り立つのはｘ：ｙ：ｚ＝１：１：１すなわちｘ＝ｙ＝ｚのとき．

応用② ｘ，ｙ，ｚ＞０のとき

（ｘ＋ｙ＋ｚ）（ ＋ ＋ ）≦（ ・ ＋ ・ ＋ ・ ） ＝９２

等号が成り立つのは ： ： ＝ ： ： よりｘ＝ｙ＝ｚ のとき．

この不等式は算術ー調和平均不等式よりえた不等式でもある．

以上の内容を踏まえて，図形の最大最小の問題を不等式を利用して解決しよう．

例題１ 面積一定の長方形で周の長さが最小となるのは正方形で，

周の長さ一定の長方形で面積が最大になるのは正方形である．

解 縦をｘ，横をｙとする．

≧

より成り立つ．

例題２ 面積一定の直角三角形で周の長さが最小になるのは直角二等辺

三角形である．

解 直角をはさむ２辺の長さをｘ，ｙとすると，直角三角形の周の長

さは

ｘ＋ｙ＋

面積一定よりｘｙ＝（一定）．ｘｙ＝（一定）のとき

ｘ＋ｙ，ｘ ＋ｙ はｘ＝ｙのとき同時に最小値をとるから，周の長さが最小になるのは直角二等辺２ ２

三角形のときである．

なお，ｘ ＋ｙ の最小値は平方平均と算術平均の関係よりとしてもよいし，直接行うなら２ ２
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２ ２ ２ ２２（ｘ ＋ｙ ）＝（ｘ＋ｙ） ＋（ｘ－ｙ）

より，ｘ＝ｙのとき最小値をとるとしてもよい．

例題３ 周の長さが一定の三角形のうち面積最大の三角形は正三角形である．

解 三角形の３辺の長さをａ，ｂ，ｃ，ｓ＝ とおく．

ヘロンの公式より三角形の面積Ｓは

Ｓ ＝(ｓ－ａ)(ｓ－ｂ)(ｓ－ｃ)ｓ２

である．したがって，(ｓ－ａ)(ｓ－ｂ)(ｓ－ｃ)が最小になる場合を求めればよい．

ここで （ｓ－ａ）＋（ｓ－ｂ）＋（ｓ－ｃ）＝ｓ＝（一定）より

ｓ－ａ＝ｓ－ｂ＝ｓ－ｃすなわちａ＝ｂ＝ｃ（正三角形）のとき面積は最大になる．

つぎに，三角形と与えられた三角形の３本の中線が３辺である三角形の関係について調べよう．

三角形は３辺の長さが与えられると定まるので，右の図で，

△ＡＢＣと３辺がＡＤ，ＢＥ，ＣＦである三角形の関係を調

べよういうことです．

３本の中線が３辺である三角形は扱いづらそうですが，

右図でＧを重心とし，ＢＧの中点をＫとすれば，△ＧＫＤが

求める三角形と相似比 の相似な三角形です．

なお，△ＧＫＤ＝ △ＡＢＣですから

△ＡＢＣと３本の中線が３辺である三角形の面積比は

１； ＝４：３

です．

以上の考えを利用すれば次の性質が成り立つことが分かります．

例題４ ３本の中線の和が一定である三角形のうち，面積が最大なのは正三角形である．

解 右上の図で中線の和が一定よりＡＤ＋ＢＥ＋ＣＦの値が一定でです．

△ＧＫＤ＝ △ＡＢＣより

△ＡＢＣの面積が最大⇔△ＧＫＤの面積が最大

△ＧＫＤで周の長さが一定ですから，△ＧＫＤは正三角形のとき面積は最大になる．

ＧＫ＝ＫＤ＝ＤＧよりＧＡ＝ＧＢ＝ＧＣ

このとき，△ＡＢＣの外心と重心が一致するので△ＡＢＣは正三角形である．
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例題５ 半径ｒの円に内接する三角形のうち面積最大のものは正三角形である．

解 円に内接する△ＡＢＣで頂点Ｂ，Ｃを固定すれば，ＡＢ＝ＡＣ

のとき面積最大になる（右図）．したがって，

ＡＢ＝ＡＣの二等辺三角形のとき調べればよ

い．

辺ＢＣの中点をＭとすれば，△ＡＢＣの面積

Ｓは

Ｓ＝ （ｒ＋ｘ）

２ ３∴ Ｓ ＝（ｒ－ｘ）（ｒ＋ｘ）

したがって，ｒ－ｘ， ， ， に算術ー幾何平均不等式をもち

いて，

ｒ－ｘ＝ ∴ ｒ＝２ｘ

したがって，面積最大になるのは正三角形である．

例題６ 円に内接する三角形のうち，周の長さが最大のものは正三角形である．

解 外接円の半径をＲとする．△ＡＢＣの周の長さは

２Ｒ（sinＡ＋sinＢ＋sinＣ）

である．

sinＡ＋sinＢ＋sinＣ／３≦sinＡ＋Ｂ＋Ｃ／３

等号が成り立つのはＡ＝Ｂ＝Ｃのときであるから題意が成り立つ．

注意 ０≦Ａ，Ｂ，Ｃ≦π，Ａ＋Ｂ＋Ｃ＝πのとき

≦sin

が成り立つことは第１章で扱っている．ここでは，別証明を与えよう．

証明 Ａ≦Ｂ≦Ｃ とする．Ａ＋Ｂ＋Ｃ＝πより

Ａ≦ ≦Ｃ

となる．等号の場合の吟味がやあ面倒なので，ここでは次の２つの場合に分けて調べる．

（ⅰ） Ａ，Ｂ，Ｃがすべて等しいわけではないとき，すなわちＡ＜π／３＜Ｃのとき

sinＡ＋sinＣ＝２sin ・cos ・・・①

ｒ２－ｘ２
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および Ａ≦Ａ＋Ｃ－ ， ≦Ｃより

Ｃ－Ａ＞│（Ａ＋Ｃ－ ）－ │ ・・・②

が成り立ちます．ここで，

Ａ’＝ ，Ｂ’＝Ｂ，Ｃ’＝Ａ＋Ｃ－

とおくと，②より

Ｃ－Ａ＞│Ｃ’－Ａ’│

さらに， Ａ’＋Ｃ’＝Ａ＋Ｃ 及び①より

sinＡ＋sinＣ＜sinＡ’＋sinＣ’

∴ sinＡ＋sinＢ＋sinＣ＜sinＡ’＋sinＢ’＋sinＣ’

＝sin ＋sinＢ＋sin（Ａ＋Ｃ－ ）

＝sin ＋２sin（ ）・cos ≦

最後の不等号で等号が成り立つのは

Ｂ＝Ａ＋Ｃ－ ＝（π－Ｂ）－ ∴ Ｂ＝

（ⅱ） Ａ＝Ｂ＝ＣのときsinＡ＋sinＢ＋sinＣ ≦

この証明法を磨光法という．詳しくは磨光法の項目を参考にしていただきたい．

微分を学んでいれば次のほうが分かりやすい．

ｆ（ｘ）＝sinｘ とおく．

２ｆ（ｘ）＝ｆ（ａ）＋ｆ’（ａ）（ｘ－ａ）＋ （ｘ－ａ）

より，０＜ｘ＜π ａ＝ で考えれば ｆ”（α）＜０より

ｆ（ｘ）≦ｆ（ａ）＋ｆ’（ａ）（ｘ－ａ）

ｘにＡ，Ｂ，Ｃを代入し 倍して加えれば

≦sin
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を得る．等号が成り立つのはＡ＝Ｂ＝Ｃ＝ のとき．

この証明方法は関数の凸性を利用する方法といわれ，多くの不等式の証明に利用されている．

例題６ ∠ＸＯＹの辺ＯＸ，ＯＹ上にそれぞれ点Ｐ，Ｑを取る．

△ＯＰＱの面積が一定であるようにＰ，Ｑを動かすとき，線分Ｐ

Ｑの長さを最小にするのはＯＰ－ＯＱのときである．

解 ＯＰ＝ａ，ＯＱ＝ｂ，∠ＸＯＹ＝θとおく．このとき

ａｂsinθが一定よりａｂが一定．一方

ＰＱ ＝ａ ＋ｂ －２ａｂcosθ２ ２ ２

より，ａ＝ｂのときＰＱ は最小値をとる．２

例題６ 原点を中心とする円上の点Ｐにおける接線とｘ軸，ｙ軸との交点をそれぞれＡ，Ｂとする．

このとき，線分ＡＢの長さを最小にするのはＯＡ＝ＯＢのときである．

解 ＯＡ＝ａ，ＯＢ＝ｂ，ＯＰ＝ｒ，∠ＡＯＰ＝θとおく．

このとき，

ａcosθ＝ｒ，ｂsinθ＝ｒより

（ ） ＋（ ） ＝１２ ２

∴（ ） ＋（ ） ＝（ ） ＝（一定）２ ２ ２

一方，ａｂ＝ＡＢ・ｒより

ＡＢの長さが最小⇔ａｂが最小⇔ａ ｂ が最小２ ２

⇔ が最大

したがって，（ ） ＝（ ） よりａ＝ｂすなわちＯＡ＝ＯＢのときＡＢの長さは最小になる．２ ２

例題６を楕円の場合に拡張すると次の問題になる．

例題７ 楕円 ＋ ＝１上の点Ｐにおける接線とｘ軸，ｙ軸との交点をそれぞれＡ，Ｂとする．こ

のとき，線分ＡＢの長さの最小値を求めよ．

解 Ｐ（ａcosθ，ｂsinθ）とおく．

Ｐにおける接線の式は

＋ ＝１
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であるからＡ（ ，０），Ｂ（０， ）

２ ２ＡＢ２＝ （ ） ＋（ ）

＝｛（ ） ＋（ ） ｝（cos θ＋sin θ）２ ２ ２ ２

２ ２ ２ ２＝ａ ＋ｂ ＋（ ） ＋（ ）

２ ２ ２≧ａ ＋ｂ ＋２ａｂ＝（ａ＋ｂ）

等号が成り立つのは

＝ ∴ tan θ ＝２

したがって，ＡＢの最小値はａ＋ｂである．

例題８ ∠ＸＯＹ内に１点Ｐが与えられている，Ｐを通る直線と半直線ＯＸ，Ｙとの交点をそれぞ

れＡ，Ｂとする．△ＯＡＢの面積を最小にするにはＡ，Ｂをどの

ようにとればよいか．

解 Ｐを通り，ＯＹ，ＯＸに平行な直線を引き，ＯＸ，ＯＹと

の交点をそれぞれＡ’，Ｂ’とし，

ＯＡ＝ｘ，ＯＢ＝ｙ，ＯＡ’＝ａ，ＯＢ’＝ｂ，

∠ＸＯＹ＝θ とおく．△ＡＯＢの面積に注目し，

ｘｙsinθ＝２ａｂsinθ＋（ｘ－ａ）ｂsinθ＋ａ（ｙ－ｂ）sinθ

∴ ｘｙ＝ｂｘ＋ａｙ ∴

△ＯＡＢの面積を最小にするにはｘｙを最小にすればよい．したがって を最大にすればよい．

・ ≦（ ） ＝（一定）２

したがって，ｘｙは ＝ ＝ のときすなわちｘ＝２ａ，ｙ＝２ｂのとき最大値をとる．

ここまでの問題と少し雰囲気が異なるが次の性質も算術ー幾何平均不等式を用いて証明できる．

例題９ 三角形の内接円の半径をｒ，外接円の半径をＲとすると

Ｒ≧２ｒ

が成り立つ．ただし，等号が成り立つのは正三角形のとき．

証明 △ＡＢＣの３辺の長さをａ，ｂ，ｃとすると，２辺の和は他の１辺より大きいから
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ｂ＋ｃ－ａ＞０，ｃ＋ａ－ｂ＞０，ａ＋ｂ－ｃ＞０

したがって，算術ー幾何平均不等式より

（ｂ＋ｃ－ａ）＋（ｃ＋ａ－ｂ）≧２

∴ ｃ≧

等号が成り立つのは ｂ＋ｃ－ａ＝ｃ＋ａ－ｂ すなわち ａ＝ｂ のとき

同様に ａ≧ ，ｂ≧

辺々かけることにより

ａｂｃ≧（ｂ＋ｃ－ａ）（ｃ＋ａ－ｂ）（ａ＋ｂ－ｃ） ・・・①

等号が成り立つのはａ＝ｂ＝ｃのとき．

ここでｓ＝ とおくとヘロンの公式より△ＡＢＣの面積Ｓは

Ｓ＝

と表せる．したがって

（ｓ－ａ）（ｓ－ｂ）（ｓ－ｃ）＝

さらに， Ｓ＝ ｂｃsinＡ＝ より ａｂｃ＝４ＲＳ

したがって，①より

４ＲＳ＝ａｂｃ≧８（ｓ－ａ）（ｓ－ｂ）（ｓ－ｃ）＝

さらに Ｓ＝ｓｒ であるから

Ｒ≧ ＝２ｒ ・・・②

証明の中の不等式でいずれの場合も等号が成り立つのは正三角形のときであるから，②で等号

が成り立つのは正三角形のときである．

例題９は次のように証明することも出来る．

例題９の別証明

△ＡＢＣの面積，周の長さをそれぞれＳ，Ｌとすれば，例題３より

Ｓ≦（１辺が の正三角形の面積）≦

一方 ｒＬ＝２Ｓであるから

ｒ≦ ・・・①

例題６より，円に内接する三角形のうち周の長さが最大のものは正三角形であり，半径Ｒの円に

内接する正三角形の１辺の長さａは

(b+c-a)(c+a-b)

(b+c-a)(c+a-b)

(c+a-b)(a+b-c) (c+a-b)(a+b-c)

a+b+c
2

s(s-a)(s-b)(s-c)
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ａ＝２Ｒsin６０°＝ Ｒ

∴ Ｌ≦３ Ｒ ・・・②

①，②より２ｒ≦Ｒを得る．

２．空間図形への不等式の応用

例題１ 半径ｒの球に内接する直円錐の体積が最大になる場合を調べよ．

解 球の中心をＯ，Ｏと直円錐の底面との距離をｘとする．

３（直円錐の体積）＝π（ｒ －ｘ ）（ｒ＋ｘ）２ ２

＝π（ｒ－ｘ）（ｒ＋ｘ）２

（ｒ－ｘ）（ｒ＋ｘ）＝（ｒ－ｘ）＋ ＋ ＝（一定）

より ｒ－ｘ＝ すなわち ｘ＝ のとき直円錐の

体積が最大になる．

例題２ 半径ｒの球に内接する直円柱の体積が最大になる場合を調べよ

解 球の中心Ｏから底面に下した垂線の足をＨとし，ＯＨ＝ｘとおく．

球に内接する円柱の体積をＶとおくと

Ｖ＝π（ｒ －ｘ ）・２ｘ）２ ２

＝２π・（ｒ －ｘ ）・ｘ ・・・①２ ２

（ｒ －ｘ ）・ｘ＞０であるから，（ｒ －ｘ ）・ｘ と２ ２ ２ ２

（ｒ －ｘ ） ・ｘ が最大になるｘの値は一致する．２ ２ ２ ２

（ｒ －ｘ ）＋ｘ ＝ ＋ ＋ｘ ＝（一定）２ ２ ２ ２

より ＝ｘ すなわち ｘ＝ のとき，円柱の体積は最大に２

なる．

別解 Ｖ＝ ２π・（ｒ －ｘ ）・ｘ ＝２π・（ｒ＋ｘ）（ｒ－ｘ）ｘ２ ２

はこのままではうまくいかない．実際

＋ ＋（ｒ－ｘ）＝（定数）

であるが，

＝ ＝（ｒ－ｘ）

を満たすｘは存在しない．

r+x
2

r+x
2

r+x
2 3

r

r2-x2

2
r2-x2

2

r2-x2

2 3

r

r+x
2 2

x

r+x
2 2

x

3

3
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そこで次のように変形して考える．

ａ（ｒ＋ｘ）＋ｂｘ＋（ｒ－ｘ）＝（定数） ・・・②

かつ

ａ（ｒ＋ｘ）＝ｂｘ＝ｒ－ｘ ・・・③

を満たすｘが存在する定数ａ，ｂをまず求める．

②より ａ＋ｂ＝１ さらに③より

ａ －４ａ＋１＝０２

a＞０よりａ＝２－ ，ｂ＝ －１

さらに③より

ｘ＝ ＝

例題３ 直円錐が与えられている．底面が与えられた直円錐の底面上に

ある円柱のうち，体積が最大のものを求めよ．

解 与えられた直円錐の底面の半径をａ，高さをｈ，円柱の底面の半径

をｘとする．このとき，円柱の高さを ｈ’とすると，△ＡＢＨに注目

することより

ａ：ｈ＝ａ－ｘ：ｈ’ ∴ ｈ’＝

円柱の体積をＶとおくと

Ｖ＝

したがって，Ｖは

＝ａ－ｘ

すなわちｘ＝ のとき最大になる．

例題４ 半径ｒの球に外接する直円錐のうち体積最小の場合を調べよ．

解 右の図でＡＯ＝ｘとおく．相似の性質より

ｒ： ＝ＢＯ’：（ｘ＋ｒ）

∴ ＢＯ’＝

直円錐の体積をＶとおくと

Ｖ＝

3 3

2-a
r

3

r

h(a-x)
a

πhx2(a-x)
a

2
x

2a
3

x2-r2

x2-r2
r(x+r)

πr2(x+r)2

3(x-r)
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ここで

＝ ＝４ｒ＋（ｘ－ｒ）＋

したがって，（ｘ－ｒ）＝ すなわち ｘ＝３ｒ のとき直円錐の体積は最小になる．

例題５ 表面積一定の直方体のうち体積最大になる場合を調べよ．

解 直方体の縦，横，高さの長さをそれぞれｘ，ｙ，ｚとする．このとき，表面積が一定より

ｘｙ＋ｙｚ＋ｚｘ＝（一定）

ここで

２ｘｙ・ｙｚ・ｚｘ＝（ｘｙｚ）

より，ｘｙ＝ｙｚ＝ｚｘ すなわちｘ＝ｙ＝ｚのとき体積が最大になる．

３．不等式の応用と３線座標

この節では，いくつかの例題を扱ってから３線座標にについて解説する．

例題１ 点Ｐは△ＡＢＣの内部の点とする．点Ｐと辺ＢＣ，ＣＡ，ＡＢとの距離をそれぞれｘ，ｙ，

ｚとするとき積ｘｙｚを最大にする点Ｐを求めよ．

解 ＢＣ＝ａ，ＣＡ＝ｂ，ＡＢ＝ｃとすると，

ａｘ＋ｂｙ＋ｃｚ＝２Ｓ＝（一定）

および

（ａｘ）（ｂｙ）（ｃｚ）≦（ ） ＝（一定）３

より ｘｙｚは ａｘ＝ｂｙ＝ｃｚ すなわち

ｘ：ｙ：ｚ＝ ： ： ・・・①

のとき最大になる．

①を満たす点Ｐを求めよう．

ａｘ＝ｂｙ＝ｃｚ であるから△ＰＡＢ＝△ＰＣＡ

したがって，ＡＰの延長とＢＣとの交点をＤとすると

ＢＤ＝ＤＣ

他も同様で，点Ｐは△ＡＢＣの重心であることが分かった．

例題２ 点Ｐは△ＡＢＣの内部の点とする．点Ｐと辺ＢＣ，ＣＡ，ＡＢとの距離をそれぞれｘ，ｙ，

(x+r)2

x-r
(x-r)(x+3r)+4r2

x-r x-r
4r2

x-r
4r2

ax+by+cz
3

1
a

1
b

1
c
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ｚとするとき和 を最小にする点Ｐを求めよ．

解 次の変形は驚くかもしれないが，コーシーーシュワルツの不等

式を用いるときよく使う変形である．

ａ＝ ，ｂ＝ ，ｃ＝

と変形すれば

２ ２（ａ＋ｂ＋ｃ） ＝（ ＋ ＋ ）

≦（ａｘ＋ｂｙ＋ｃｚ）（ ）

であり，ａｘ＋ｂｙ＋ｃｚ＝（一定） であるから， は

＝ ＝ すなわち ｘ＝ｙ＝ｚ のとき最小になる．

ｘ＝ｙ＝ｚのとき点Ｐは△ＡＢＣの内心である．

例題３ 点Ｐは△ＡＢＣの内部の点とする．点Ｐと辺ＢＣ，ＣＡ，ＡＢとの距離をそれぞれｘ，ｙ，

ｚとするとき和ｘ ＋ｙ ＋ｚ を最小にする点Ｐを求めよ．２ ２ ２

解 （ａｘ＋ｂｙ＋ｃｚ） ≦（ａ ＋ｂ ＋ｃ ）（ｘ ＋ｙ ＋ｚ ）２ ２ ２ ２ ２ ２ ２

より ｘ ＋ｙ ＋ｚ は２ ２ ２

ｘ：ｙ：ｚ＝ａ：ｂ：ｃ ・・・①

のとき最小になる．

さて，①を満たす点Ｐが△ＡＢＣのどの点であるかを調べるのは

それほど簡単ではない．

ここでは，標題の三線座標を利用して点Ｐの位置を調べよう．

△ＡＢＣが与えられているとき，点Ｐから各辺ＢＣ，ＣＡ，ＡＢに

垂線を下ろしその足をそれぞれＤ，Ｅ，Ｆとする．ここで，点Ｐが定

まれば連比

ＰＤ：ＰＥ：ＰＦ

が定まる．実際はＰＤについて，Ｐが辺ＢＣに関してＡと同じ側にあ

るとき正，反対側にあるとき負として符号も考えるのであるが，ここ

では三角形の内部の点Ｐに関して考えるので，ＰＤ，ＰＥ，ＰＦは正

のして扱う．

a
x
+
b
y
+
c
z

ax
a
x

by
b
y

cz
c
z

ax
a
x

by
b
y

cz
c
z

a
x
+
b
y
+
c
z

a
x
+
b
y
+
c
z

a
x

ax

b
y

by

c
z

cz



- 14 -

例題１より△ＡＢＣの重心Ｇは

ＧＤ：ＧＥ：ＧＦ＝ ： ：

であり，例題２より△ＡＢＣの内心Ｉは

ＩＤ：ＩＥ：ＩＦ＝１：１：１

である．

△ＡＢＣの内部の点Ｐが与えられれば

ＰＤ：ＰＥ：ＰＦ

が定まるが，逆に

ＰＤ：ＰＥ：ＰＦ＝α：β：γ

が与えられたとき点Ｐが１つに定まるかは自明ではない．証明は次のように行う．

△ＡＢＣの内部の点Ｐに対して，Ｐから辺ＢＣ，ＣＡに下した垂線の足をそれぞれＤ，Ｅとする．

４点Ｐ，Ｄ，Ｃ，Ｅは円に内接するから，

∠ＤＰＥ＝（∠Ｃの補角）＝（一定）

したがって，ＰＤ：ＰＥが一定なら△ＰＤＥは相似．さらに

∠ＰＣＤ＝∠ＰＦＤ

より，∠ＰＣＤは一定である．

すなわち，ＰＤ：ＰＥが一定である点Ｐの軌跡は頂点Ｃを通る直線で

ある．

ゆえに，ＰＤ：ＰＥ：ＰＦが一定なら，ＰＤ：ＰＥが一定かつＰＥ：ＰＦが一定より，点Ｐは定

点である．

定義 点Ｐから△ＡＢＣの各辺ＢＣ，ＣＡ，ＡＢに下した垂線の長さをα，β，γとするとき

連比α：β：γを点Ｐの３線座標といいＰ（α，β，γ）と表す．

例題１より△ＡＢＣの重心Ｇの３線座標はＧ（ ， ， ）であり内心Ｉの重心座標は

Ｉ（１，１，１）である．

また，外心Ｏは右の図より

α：β：γ＝ＲcosＡ：ＲcosＢ：ＲcosＣ

＝cosＡ：cosＢ：cosＣ

∴ Ｏ（cosＡ，cosＢ，cosＣ）

定義 ∠ＡＯＢ内の２本の半直線ＯＣ，ＯＤが∠ＡＯＢの２等分線に関して対称おならＯＣ，ＯＤ

BC
1

CA
1

AB
1

BC
1

CA
1

AB
1
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の片方をもう一方の∠ＡＯＢの等角共役線という．

半直線ＯＣ，ＯＤが∠ＡＯＢの等角共役線のとき，

ＯＣ上に点Ｐ，ＯＤ上に点Ｑをとり，ＰからＯＡ，ＯＢに下した

垂線の足をそれぞれＥ，Ｆ，ＱからＯＡ，ＯＢに下した垂線の足

をそれぞれＧ，ＨとするとＱＧ：ＱＨ＝ ：

したがって，次の命題が成り立つ．

命題 △ＡＢＣ内に１点Ｐがある．このとき，ＡＰ，ＢＰ，ＣＰのそれぞれ∠Ａ，∠Ｂ，∠Ｃの等

角共役線は１点で交わる．

証明 点Ｐの三線座標をＰ（α，β，γ）とし，Ｐから３辺

ＢＣ，ＣＡ，ＡＢに下した垂線の足をそれぞれＤ，Ｅ，Ｆとす

る．

ＢＰ，ＣＰのそれぞれ∠Ｂ，∠Ｃの等角共役線の交点をＱと

し，Ｑより辺ＢＣ，ＣＡ，ＡＢに下して垂線の足をＨ，Ｉ，Ｊと

する．このとき，

ＱＪ：ＱＨ＝ ： ＝ ： （∵ＢＰ，ＢＱは∠Ｂの等角共役線）

ＱＨ：ＱＩ＝ ： ＝ ： （∵ＣＰ，ＣＱは∠Ｃの等角共役線）

したがって

ＱＩ：ＱＪ＝ ：

ゆえに，ＡＰとＡＱは∠Ａの等角共役線であり，命題が成り立つ．

命題で求めた点Ｑを点Ｐの等角共役点という．また，点Ｐの３線座標がＰ（α，β，γ）のとき，

その等角共役点Ｑの３線座標はＱ（ ， ， ）である．

例 △ＡＢＣの外心Ｏの等角共役点は右の図より垂心Ｈである．

実際，右図で∠ＡＯＭ＝∠Ｃより∠ＯＡＢ＝∠ＨＡＣ

したがって，ＡＯとＡＨは∠Ａの等角共役線である．

外心Ｏの３線座標がＯ（cosＡ，cosＢ，cosＣ）であるから

Ｈ（ ， ， ）である．

PE
1

PF
1

PD
1

PE
1

α

1
β

1

PF
1

PD
1 １

γ

１

α

β

1 １

γ

１

γ

１

α

１

β

cosA
１

cosB
１

cosC
１
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定義 三角形の重心の等角共役点を類似重心という．

△ＡＢＣの重心Ｇの３線座標Ｇ（ ， ， ）であるから，△ＡＢＣの類似重心Ｋの３線座

標はＫ（ＢＣ，ＣＡ，ＡＢ）である．

さて，準備が長くなったが，例題３に戻ろう．

例題３ 点Ｐは△ＡＢＣの内部の点とする．点Ｐと辺ＢＣ，ＣＡ，ＡＢとの距離をそれぞれｘ，ｙ，

ｚとするとき和ｘ ＋ｙ ＋ｚ を最小にする点Ｐを求めよ．２ ２ ２

題意を満たす点Ｐは

ｘ：ｙ：ｚ＝ａ：ｂ：ｃ

を満たす．すなわち，題意を満たす点Ｐの３線座標は

Ｐ（ＢＣ，ＣＡ，ＡＢ）

である．したがって，題意を満たす点Ｐは△ＡＢＣの類似重心であ

る．

△ＡＢＣを与えたとき，３頂点Ａ，Ｂ，Ｃの位置ベクトルをそれぞれ

Ａ（ ），Ｂ（ ），Ｃ（ ）

とすると，△ＡＢＣを含む平面上の点Ｐ（ ）は

＝ ｘ ＋ｙ ＋ｚ （ｘ＋ｙ＋ｚ＝１）

この（ｘ，ｙ，ｚ）を点Ｐの重心座標という．

１ ２ ３△ＰＢＣ＝Ｓ ，△ＰＣＡ＝Ｓ ，△ＰＡＢ＝Ｓ

とすると

１ ２ ３ｘ：ｙ：ｚ＝Ｓ ：Ｓ ：Ｓ

であるから，点Ｐの重心座標を（ｘ，ｙ，ｚ），３線座標（α，β，γ），ＢＣ＝ａ，ＣＡ＝ｂ，

ＡＢ＝ｃとすると

ｘ：ｙ：ｚ＝Ｓ ：Ｓ ：Ｓ ＝ａα：ｂβ：ｃγ１ ２ ３

が成り立つ．

３．順序の原理

小さい順に並んだ数列｛ａ ｝，｛ｂ ｝ について次の定理が成り立ちます．ｎ ｎ

定理

ａ ≦ａ ≦・・・≦ａ ，ｂ ≦ｂ ≦・・・≦ｂ とする．１ ２ ｎ １ ２ ｎ

ここで（ｊ ，ｊ ，・・・，ｊ ）を（１，２，・・・，ｎ）の一つの順列とする．１ ２ ｎ

このとき

ａ ｂ ＋ａ ｂ ＋・・・＋ａ ｂ ・・・①１ ｎ ２ ｎ－１ ｎ １

BC
1

CA
1

AB
1

a b c

p

p a b c
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≦ａ ｂ ＋ａ ｂ ＋・・・＋ａ ｂ ・・・②１ ｊ１ ２ ｊ２ ｎ ｊｎ

≦ａ ｂ ＋ａ ｂ ＋・・・＋ａ ｂ ・・・③１ １ ２ ２ ｎ ｎ

が成り立つ．

小さい順に順序付けられた数列｛ａ ｝，｛ｂ ｝ に対して，ｎ ｎ

和①を逆順の和，②を乱順の和，③を同順の和といい，上の定理を順序の原理といいます．

順序の原理がどのように利用されるか２つ例を挙げましょう．

例１ ａ，ｂ，ｃは正の数．このとき

≧

が成り立つ．

証明 ａ≦ｂ≦ｃとしても一般性を失わない．

このときａ＋ｂ≦ａ＋ｃ≦ｂ＋ｃ より

≦ ≦

したがって，順序の原理より

＋ ＋ ≦ ＋ ＋ ・・・①

＋ ＋ ≦ ＋ ＋ ・・・②

①＋②より

≧

を得る．

例２ ａ ，ａ ，・・・，ａ は互いに異なる自然数である．このとき，次の不等式が成り立つ．１ ２ ｎ

≦

証明 ｊ ，ｊ ，・・・，ｊ をｉ ２ ｎ

ｊｉ ｊ２ ｊｎａ ＜ａ ＜・・・＜ａ

を満たす，１，２，・・・，ｎの順列とする．

ａ の大小と の大小は逆であるから，順序の原理よりｉ
２

＝ ≦

b+c
a

+
c+a
b

+
a+b
c 3

2

b+c
1

c+a
1

a+b
1

b+c
b
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c
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b
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b

+
a+b
c 3

2
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n
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さらに j ≧ｉ であるからi

≦

（不等式の図形への応用終わり）

n

i=1

ai2

i


